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Comparacio entre a aplicacdo dos modelos de Black-Scholes e Atuarial precificacio
de op¢oes do tipo europeia utilizando dados da bolsa brasileira

Resumo

O presente estudo verificou, o ajustamento ao mercado brasileiro de dois modelos de
precificagdo de opgdes do tipo europeia: o de Black e Scholes (1973), que reconhece que os
retornos dos precos das agdes seguem um processo de difusdo log-normal e o proposto por
Rydberg e Bladt (1998) que segue um processo probabilistico e atuarial baseado ao usado em
métodos de precificacdo de apolices de seguro. Para os dois modelos foram utilizados dados
de empresas da bolsa de valores brasileira. Os resultados numéricos dos dois modelos foram
comparados ao prego praticado em mercado. Ao final ¢ mostrado que o modelo Atuarial se
ajusta melhor a opgdes de compra e o modelo de Black-Scholes a opcdes de venda com
diferentes filtros de comparacdo; porém os modelos se comportam de maneira semelhante
quanto mais proximos da maturagao da opgao.
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1. Introducio

O mercado de instrumentos derivativos surgiu inicialmente para amenizar a variagao
de precos principalmente em épocas de crise, como no caso de commodities, moedas, agoes,
titulos publicos; posteriormente os agentes econdmicos comecaram a elaborar planos para
ganhos financeiros na diferenca de precos. Atualmente sdo oferecidos variados produtos para
que seguradoras, instituicdes financeiras, entidades de previdéncia realizem suas estratégias
de gerenciamento de risco ¢ hedge. Sao classificados em contrato futuro, contrato a termo,
swap e opgoes, € cada uma conta com sua forma particular de operacao.

No caso particular das opgdes ¢ permitido a negociagdo de compra ou venda de um
determinado ativo em uma data futura a um prego fixo. Como temos um risco no nosso
investimento, precifica-lo da melhor maneira é essencial para a efetividade da estratégia a ser
adotada pela companhia; portanto, ¢ essencial ao investidor dominar as técnicas e os fatores
que influenciam o comportamento do investimento realizado. Para que os negociadores de
derivativos possam atingir os objetivos que se propdem — protecdo, especulagdo ou
arbitragem - uma correta precificagdo demonstra ser relevante, porque, do contrario, pode-se
estar pagando um prego ndo justo pela opgdo, aumentando ou reduzindo o custo da protecao
ou da alavancagem de um portfolio.

Um problema comum no mercado de opgdes € que como o prego do ativo ¢ fixado em
uma data futura, ¢ problematico operar neste tipo de mercado devido a possiveis
eventualidades que possam ocorrer no futuro. Em operagdes que ndo tenham sido previamente
bem estruturadas podem acarretar prejuizos, ou em casos extremos a faléncia da companbhia.

Por exemplo, ao usar derivativos em seu portfoélio uma seguradora pode proteger-se do
risco de subscri¢do, que segundo o Conselho Nacional de Seguros Privados (CNSP) ¢ referido
como: “a possibilidade de ocorréncia de perdas que contrariem as expectativas da
supervisionada, associadas, diretamente ou indiretamente, as bases técnicas utilizadas para
calculo de prémios, contribuicoes, quotas e provisoes técnicas” ou seja, a companhia pode-se
utilizar deste recurso para reduzir a variagdo dos seus fluxos de caixa e consequentemente a



sua probabilidade de insolvéncia; outra vantagem ¢ que a utilizagdo de um contrato
padronizado resulta em um aumento de sua liquidez. Ao usar opg¢des sobre futuros, a
seguradora pode se proteger contra perdas enquanto retém a maior parte de seu potencial de
valorizacdo. Isso ¢ semelhante em carteiras de investimento ao uso de op¢des de agdes para
criar uma carteira de /edge.

Por serem derivativos, as opgdes sobre acdes dependem do comportamento do
ativo-objeto para que possam ser precificadas. Partindo de premissas sobre os processos de
formagdo dos precos da acdo, diferentes modelos de precificagdo de acdes foram
desenvolvidos. Fischer Black, Myron Scholes e Robert Merton chegaram a principal férmula
e pioneira para a precificagdo de opg¢des, amplamente utilizada no mercado financeiro e
conhecida como modelo de Black e Scholes (1973). Ao longo do tempo surgiram modelos
alternativos a abordagem de Black-Scholes como o modelo de arvore binomial de Ross et al.
(1979), e 0 modelo de volatilidade condicional Duan (1995).

Rydberg e Bladt (1998) foram os primeiros a adotar uma abordagem atuarial para
resolver o problema de precificagdo em opcdes. Como a atuaria habitualmente usa modelos
matematicos para analisar riscos € natural que haja uma ampliacdo do uso das mesmas ideias
para outros campos, como a area de finangas. A ideia central utilizada pelos pesquisadores,
que ¢ distinta da teoria financeira tradicional, ¢ usar um conceito utilizado no calculo do
prémio justo de seguros, que segundo os pesquisadores: “é descontar a valor presente pregos
Sfuturos livres de risco, de acordo com sua taxa de retorno esperada. Com estes pregos
descontados a valores presentes podemos calcular o pre¢o de uma opgdo de compra como o
valor esperado da diferenca entre o preco real e o preco de exercicio no momento do
exercicio.

O objetivo principal do trabalho ¢ o de comparar o modelo de Black e Scholes com o
modelo atuarial de Rydberg e Bladt para precificagao de opgdes do tipo europeia utilizando
dados de empresas da bolsa de valores brasileira (B3) e analisar a aplicabilidade desse modelo
e sua precisdo. A posse de maior conhecimento do modelo de precificagdo de opgdes, que
expresse mais claramente o comportamento das opc¢des negociadas no mercado brasileiro,
pode auxiliar os agentes econdmicos na tomada de decisdo e contribuir para a eficiéncia do
mercado, evitando a obtencao de retornos anormais por parte dos agentes economicos. Outro
ponto a ser analisado ¢ ver as eventuais potencialidades e limitagdes dos dois modelos.

O trabalho foi organizado da seguinte forma: na se¢do 2 a apresentacao dos conceitos
teoricos que dardo respaldo ao tema estudado. Na se¢do 3 o esclarecimento dos
procedimentos metodologicos utilizados para organizar e analisar as informagdes coletadas
seguidos da aplicagdo dos modelos a serem utilizados. Na secdo 4 ¢ apresentado os resultados
e por fim, na secdo 5 as consideracdes finais e sugestdes para trabalhos futuros.

2. Fundamentacio Tedrica
2.1 Funcionamento do mercado de op¢coes

De acordo com Hull (2006) as opgdes sao contratos que dao ao seu comprador o
direito de comprar ou vender um ativo, por um preco determinado até uma certa data. Elas
podem ser de dois tipos: op¢ao de compra (call) e opgao de venda (put). As opgdes de compra
dao ao seu comprador o direito de comprar o ativo por certo preco até uma data futura e as
opcdes de venda ddo ao seu comprador o direito de vender o ativo por um certo preco até uma



data futura. Uma opc¢ao do tipo americana pode ser exercida a qualquer momento a partir de
sua compra, enquanto uma opg¢do do tipo europeia s6 pode ser exercida na data de
vencimento. O titular da op¢do ndo tem a obrigacdo de exercer o seu direito de compra ou
venda, e so o fara se for favoravel, porém ha custos implicitos para se adquirir uma opgao.

No mercado de opgdes os principais termos utilizados pelo mercado sdo: 1) O prémio:
que ¢ o montante pago pelo contrato. 2) O ativo-objeto: que € o instrumento financeiro do
qual o valor da opcdo depende, que pode ser uma acdo, commodities, moedas, juros. 3) O
preco de exercicio ou strike: que € o prego pelo qual o ativo objeto poderé ser comprado pelo
titular no caso de uma call ou vendido no caso de uma put. 4) A data de vencimento ou data
de expiragdo/maturidade, que ¢ a data a partir da qual a op¢do deixa de existir. 5) O valor
intrinseco: que equivale ao resultado financeiro obtido, pelo exercicio da op¢do em um
determinado momento. 6) O valor extrinseco que equivale a parcela do prémio da opgao que
excede o seu valor intrinseco.

Existe também a classificagdo de opgdes quanto a relagdo entre o prego de exercicio e
o preg¢o do ativo subjacente no mercado a vista, conhecida como moneyness. Na negociagao
de uma opc¢do o investidor deve ter o conhecimento do preco de exercicio de uma opg¢do e o
seu respectivo prego no mercado a vista para assim ter uma ideia da estratégia a ser utilizada.
Uma opcao in the money (ITM): é uma opgdo que possui um valor intrinseco, ou seja, uma
call com prego de exercicio inferior ao preco do ativo objeto ou uma put com prego de
exercicio superior ao prego do ativo objeto. A opcao at the money (ATM) € uma opgao que
possui prego de exercicio proximo ao pre¢o do ativo objeto. Enquanto a opgao out the money
(OTM) ¢ uma opg¢ao que possui valor intrinseco igual ou proximo de zero.

Os fatores que afetam o preco de uma opgao sao o prego atual do ativo objeto; o tempo
de vencimento do contrato; a volatilidade do ativo objeto, equivale a uma medida que mede a
incerteza quanto a oscilacdo do valor futuro do ativo; o preco de exercicio do ativo; a taxa
livre de juros praticada no mercado durante a vida da opcao e os dividendos pagos esperados.

Para uma opgdo do tipo europeia ¢ valida a paridade put-call que demonstra que o
valor de uma opcdo de compra europeia com um determinado prego de exercicio e data de
exercicio pode ser deduzido a partir do valor de uma opg¢dao de venda europeia com os
mesmos preco e data de exercicio, e vice-versa.

No Brasil as opg¢des sao negociadas na B3 e possuem a padronizagdo da margem de
cobertura e a data de vencimento dos contratos, temos custos adicionais como: corretagem,
emolumentos, liquidagdo, registro e taxa de custddia. Existem opc¢des no mercado a vista
como as opcoes de agdes, de indice do Ibovespa, de moedas e ouro. No mercado futuro,
existem opgdes sobre futuros de commodities — como agucar, algodao, boi gordo, soja e café.
Além disso, existem as opgoes de séries padronizadas e as opgdes flexiveis que permitem as
partes envolvidas na negociagdo definirem data, preco de exercicio e qualidade da mercadoria
diferente das séries padronizadas.

O vencimento dos contratos de opgdes sobre acdes até o més de abril de 2021 ocorria
na terceira segunda-feira de cada més, dia em que ocorre o exercicio; porém em maio de 2021
a data limite ¢ a partir da terceira sexta-feira do més de vencimento, mudanga que foi
realizada para casar-se com a data do mercado internacional. A negociacdo das opgdes sO
pode ser feita até o dia util anterior ao vencimento.



O cddigo de uma opgao sobre acdo ¢ formado por uma combinagdo de cinco letras e
dois nimeros, sendo que: As quatro letras iniciais indicam qual ¢ o codigo da empresa listada
na bolsa de valores. Assim, o codigo de uma opgao de agdes da Magazine Luiza comeca com
as letras MGLU. As letras seguintes indicam se a op¢ao ¢ de compra ou de venda, além do
més do seu vencimento. As letras de A a L sdo usadas para identificar uma opgao de compra,
sendo que A demonstra que o vencimento ¢ em janeiro, B em fevereiro e assim por diante. Ja
letras de M a X representam opg¢des de venda, com M sendo vencimento em janeiro, N em
fevereiro etc. E os niimeros representam o preco de exercicio da opcdo. Exemplificando,
MGLUGI12 representa uma opgao de compra da Magazine Luiza com vencimento em julho e
preco de exercicio de R$ 12,00, data na qual o titular tera o direito de compra da agao.

Os modelos de precificagdo sao um conjunto de equagdes matematicas que visam
calcular o preco justo de um instrumento financeiro em um determinado cendrio. A seguir sdo
apresentados os modelos utilizados na formulacao do trabalho.

2.2 Modelo de Black-Scholes

Fischer Black, Myron Scholes e Robert Merton introduziram o primeiro modelo
pratico para a precificacdo de opgdes conhecido como modelo de Black-Scholes sendo o mais
utilizado nesse tipo de contrato. Sua popularidade se deve a sua relativa simplicidade e ao
nimero reduzido de varidveis e pardmetros utilizados para a sua realiza¢do. Este modelo foi
um dos responsaveis pelo aumento significativo na negociagdo de opgdes, a partir dos anos
70. Antes da descoberta desse modelo, os operadores do mercado financeiro ndo usavam um
conjunto de equagdes matematicas robustas para avaliar as opgdes, € a posterior analise
empirica mostrou que as estimativas de pre¢o produzidas por essa féormula estdo proximas dos
precos observados; tal importancia e influéncia foram reconhecidas com o Prémio Nobel de
Economia em 1997 para os pesquisadores.

Este modelo admite que o prego das agdes segue um processo de difusdo log-normal,
com variancia constante dos retornos ao longo do tempo, o que significa que o prego das
acdes segue movimentos aleatdrios. Apesar de exigir a estimativa de apenas um uUnico
parametro, a volatilidade, foram observadas tendéncias em sua utilizagdo, com relacdo ao
preco de exercicio, ao prazo para o vencimento da opg¢ao e, principalmente, a volatilidade da
acao-objeto.

Inicialmente os autores abordaram a precificacdo de opgdes call e put do tipo europeu
e posteriormente ampliaram o seu uso para as opg¢des do tipo americano. O modelo tem como
premissas:

e O prego da acdo ou subjacente segue um movimento browniano geométrico
(Processo de Wiener) - ¢ um caso particular do processo de Markov referente a um
processo estocastico onde somente o valor atual da variavel ¢ relevante para
predizer a evolugdo futura do processo. Este considera que a Unica informagdo
necessaria para determinar o estado futuro ¢ o estado atual, em que a distribui¢ao
os pregos sdo normalmente distribuidos com uma certa volatilidade e retorno
médio esperado.

e F permitida a venda a descoberto do ativo subjacente, que ¢ uma pratica financeira
que consiste na venda de um ativo ou derivativo que se possui, esperando que seu
preco caia para entdo compra-lo de volta e lucrar na transagdo com a diferenga de
pregos.



e Nio existem custos de transacdo ou impostos, € o valor investido do subjacente
pode ser de qualquer tamanho continuo (os valores dos contratos ndo sdo
necessariamente inteiros).

Nao ha dividendos durante o ciclo de vida da opcgao.

Nao ha oportunidades de arbitragem sem risco.

A negociacao do ativo subjacente € continua.

A taxa livre de risco ¢ constante durante o ciclo de vida da opgao.

Sao definidos como parametros o prego da agdo (S), retorno esperado ao preco da agao
(p), a volatilidade do preco da agdo (o), o preco da op¢do de compra (f), ao longo de um
tempo geral (t) até a sua maturidade (T), sendo o Processo de Wiener definido por (z), e a taxa
de juros livre de risco (r). O prego da agao pode ser descrito através da seguinte equacao:

dS = uSdt + oSdz

A partir do lema de It6, que é proveniente do calculo estocastico e generaliza o
Processo de Wiener, podemos diferenciar variaveis em fungdes dependentes do tempo. Entao,
se S depende do tempo podemos escrever uma funcdo f(S) o que permite a operacdo
diferencial df(S), logo podemos saber o que acontece com a variavel f quando temos
variacoes na varidvel S. O prego de opg¢dao de compra ou de qualquer outro derivativo
dependente ¢ modelado como a seguinte equacdo diferencial parcial:

_ (o I , LIf 25 of
df—(aSuS+ o T 265205‘)dt+ 55 05dz

Com a constru¢do de um portfolio livre de risco, pois uma das premissas do modelo ¢
que ndo ha arbitragem, temos a formula final da equacdo diferencial parcial proposta por
Black-Scholes:

2
9f of L L 220f =
o TS5+ 205652 rf =0

A solugdo desse tipo de equagdo depende das condi¢des de contorno associadas ao
derivativo em questdo, ou seja, especificam os valores do derivativo nos limites dos valores
possiveis em S e t. Por exemplo, no caso de uma opg¢ao de compra europeia, a condi¢do de

limite ¢ dada por:
f =max(S — K;0) quandot =T
Sendo K o preco de strike da opgao.

Uma das formas de se obter a solugdo da equagdo diferencial ¢ adotar uma avalia¢ao
risk-neutral, resultando em um retorno esperado sobre os ativos igual a taxa de juros livre de
risco. Esse método simplifica consideravelmente a andlise de derivativos. Os passos para esta
solugdo sdo os seguintes: 1) Pressupor que o retorno esperado € igual a taxa de juros (u =r1);
2) Calcular o desconto esperado do derivativo; 3) Descontar o resultado esperado pela taxa de
juros livre de riscos.

A solucdo amplamente utilizada da equacdo diferencial de Black-Scholes ¢ para os
precos das opcdes de compra (c) e venda (p) do tipo europeias, que sdo dadas por:



Sendo d1 e dZ:

d = lnln(i‘]l\-l/—(r+c;)T d = lnln(j(‘])\-l/—(r—ozz)T

O Unico parametro das formulas de aprecamento de Black—Scholes que ndo pode ser
observado diretamente ¢ a volatilidade do preco da agdo. A volatilidade ¢ uma medida da
amplitude e velocidade da variagdo do preco de um ativo financeiro. Representa um
parametro de instabilidade e incerteza no mercado. Quanto maior a volatilidade menor ¢ a
certeza dos operadores de mercado quanto ao valor real do ativo. Isso faz com que a
volatilidade também esteja associada ao risco de uma operagao futura ser bem-sucedida ou
nao.

Em periodos de crise, se traduz em dados carregados de alta volatilidade.
Analogamente, um cendrio econdmico sob total controle e periodos de baixa liquidez
conduzem a uma negociagdo amena, promovendo assim a baixa volatilidade. Fora destas
situagdes extremas, prevalecem as condigdes normais de mercado e se faz presente a
volatilidade esperada a longo prazo.

A volatilidade realizada (histérica) ¢ calculada pelo passado do ativo estudado em um
determinado tempo considerado. Pode-se utilizar o célculo log-normal das distribui¢des dos
precos para se calcular o retorno percentual ao periodo do ativo. Normalmente ¢ utilizado o
preco de fechamento do ativo no célculo, conhecido como modelo classico, apesar de que
muitos operadores podem optar pelo preco do horario mais liquido daquele ativo ou por
modelos mais complexos que consideram além do preco de fechamento, o preco de abertura,
maximo e minimo didrios, que sdo conhecidos como modelos de séries temporais.

Por outro lado, podemos obter a volatilidade pelo caminho inverso (pouco
convencional), chamado de volatilidade implicita, que consiste basicamente em inverter o
modelo de Black-Scholes a partir dos valores dos derivativos e assim obter uma estimativa da
volatilidade, neste caso, o valor dos derivativos ¢ aproveitado, mas a dindmica da
movimentagdo dos precos - histérico do ativo - € ignorado.

Procurando testar empiricamente o proprio modelo, Black e Scholes, verificaram que a
utilizacdao da variancia estimada por meio de dados passados pode causar a superavaliagao das
opcdes sobre as acdes muito volateis e a subavaliacdo das opgdes sobre as agdes pouco
volateis. De acordo com os autores, estimando-se a varidncia da agdo por meio de dados
histéricos, que compreendam somente o periodo de vida da opgao, obtém-se uma reducao
desse viés.

Estudos empiricos tém sido realizados para avaliar a aplicabilidade dos modelos de
precificagdo de op¢des no Brasil como ferramentas de auxilio ao gerenciamento de risco. A



maioria deles testa a aplicacio do modelo de Black e Scholes ou o utiliza para fazer
comparagdes com outros modelos, como pode ser encontrado em Lorenzetti e Leismann
(2017) para modelos de hedge na area agricola; enquanto em Ribeiro (2018) comparou o
modelo a partir de opgdes americanas utilizando modelos computacionais baseados em
arvores binomiais e simulagdes de Monte Carlo; Cunha (2020) estuda diversos métodos de
volatilidade com diferentes cendrios (filtros).

2.3 Modelo Atuarial de Rydberg e Bladt

A atudria ¢ um campo de aplicagdo da matematica que usa modelos para estimar e
analisar cenarios de riscos futuros, com isso foram desenvolvidos métodos para resolucao de
problemas em diferentes segmentos, principalmente na area de seguros. Uma opg¢ao de
compra funciona de forma equivalente a contratacio de um seguro. O comprador da opg¢ao
(analogo ao segurado) paga uma quantia pré-determinada (prémio) a fim de obter um ganho
potencial futuro. A opcdo de venda equivale a uma seguradora que recebe o prémio arcando
com o risco. Rydberg e Bladt (1998) propuseram precificagdo de opgdes onde transformaram
o problema de precificagdo de op¢des equivalente a determinar o prémio justo em um seguro.

Essa abordagem alternativa decorre sobre o fato de que as opgdes podem ser
interpretadas como equivalentes a contratos de seguro de perda em posi¢des compradas ou
vendidas, com isso conseguimos derivar seu pre¢o justo de prémio, exatamente da mesma
forma que os contratos de seguro em matematica atuarial.

O principio de precificacdo de contratos de seguro em matematica atuarial consiste na
seguinte ideia: O valor médio das saidas da seguradora para o cliente em decorréncia da
ocorréncia dos eventos a serem segurados, descontado a valor presente, deve ser igual a soma
das entradas na empresa do cliente, descontadas a valor presente. Isso requer um modelo para
estimar as probabilidades dos eventos segurados e, assim, derivar o valor médio das saidas da
empresa para o cliente. No caso das opgdes, este modelo ¢ o modelo das variagdes de prego
do ativo subjacente.

Nesse modelo os pesquisadores utilizaram essa abordagem para precificagdo de uma
op¢ao do tipo europeia desconsiderando fatores econOmicos, € sim com consideragdes
probabilisticas e atuariais. O ponto central ¢ que a taxa de desconto dos pregos futuros esta de
acordo com a taxa de juros livre de risco e os pregos sao estocasticos e estdo de acordo com a
taxa de retorno esperada. Com esses precos € com desconto, podemos calcular o preco de uma
opc¢do de compra como o valor esperado da diferenca entre o prego real e o preco de exercicio
(em valores presentes) no momento do exercicio. A seguir deduziremos uma férmula geral,
sendo esta um caso especial das formulas de Black-Scholes.

Consideramos uma a¢do com taxa livre de riscos (r), ela segue um processo
estocastico em seu preco (em um determinado instante de tempo (t) até a sua maturidade em T
sendo o prego da agdo no instante 0, com o prego de strike dado por (K), retorno esperado ao
preco da agdo (p), a volatilidade do preco da agdo (o). Pela formula de Black-Scholes
podemos calcular o preco de uma op¢do de compra do tipo europeia a partir da seguinte
férmula:

(D

2
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onde P ¢ a medida de distribui¢ao de S.

Podemos transformar o problema de precificagdo de op¢des em um problema de
precificagdo de um seguro. Suponhamos que temos um portfélio de opcdes que sdo
independentes e distribuidas de forma idéntica, e consideramos uma op¢ao como uma perda
potencial (quando exercida) do ponto de vista do emissor. Se pudéssemos fazer um seguro
contra essa perda usando um prémio justo, entdo esse prémio ¢ 0 mesmo que o valor ou preco
da opcao de compra. Logo podemos definir a seguinte relagao:

r  ES
el’l — SOT (2)

Isso significa que o prémio para segurar a perda potencial, causada pelo exercicio de
uma opc¢ao, ¢ dado conforme a perda esperada quando trazidas a valores presentes. Juntando
as equacoes (1) e (2) temos:

_ _ _ _ 2
C(K, T) = E((e s, —e rTK)|(e s > e ”K)) St~N((u _ GT)t; ’t)

De maneira similar ao modelo de Black-Scholes o preco de uma opgao de compra (c)
e venda (p) do tipo europeia utilizando este método ¢ dada por:

N(d,)

p = Ke N(— dz)— StN(— d1)

c=SN(d)- ke 70

Sendo d1 e dZ:

g = Inin (%) +(u+072)(T—t) g = Inln (%) +(u—672)(T—t)

1 o\ (T—t) 2 oV(T—t)

Um ponto a se ressaltar ¢ que o retorno esperado médio (¢ substituido pela taxa livre
de riscos (r) na férmula do modelo de Black-Scholes).

A principal vantagem do presente modelo sugerido ¢ que o preco justo da op¢ao final
depende e inclui a tendéncia do ativo subjacente. No modelo Black-Scholes, o pre¢o justo da
opgao ¢ independente da tendéncia do ativo subjacente, € a inica maneira de os formadores de
mercado inclui-lo no calculo de um prego justo ¢ usar diferentes volatilidades do ativo
subjacente para diferentes precos de exercicio.

Trabalhos como de Konstantinos et al. (2005) utilizaram indices da bolsa de valores
grega para comparacao de modelos, enquanto Liu et al. (2013) discutiram através de analises
numéricas a comparacdo entre os modelos utilizando informa¢des do mercado de agdes
chinés, enquanto Jing ¢ Kohmura (2012) estudaram os precos de a¢des do Construction Bank
na bolsa de valores de Hong Kong.



3. Procedimentos Metodologicos

Nesse trabalho foram utilizadas agdes de empresas listadas na bolsa de valores
brasileira. Inicialmente ¢ feito a constru¢ao de um banco de dados com os dados referentes as
acoes, taxa de juros, opgdes; posteriormente ¢ realizado uma simulagdo com os dados reais
que precificam opgdes utilizando o modelo de Black-Scholes e Atuarial. Depois ¢ feito uma
comparagao dos valores das variaveis do modelo de Black-Scholes com os valores das opgoes
de compra e venda praticados no mercado. Em seguida, ¢ feito o mesmo procedimento com o
modelo Atuarial. E por fim, sdo feitas analises comparativas os valores gerados via os dois
modelos.

3.1 Amostra

A amostra engloba dados das companhias de capital aberto da bolsa de valores
brasileira (B3) para a¢des e opg¢des do tipo europeia. Os dados das agdes correspondem ao
periodo entre 2017 e 2021 da plataforma on-line yahoo.com, os dados de taxas de juros a
partir da série historica do Banco Central Brasileiro e os dados referentes as opcdes de compra
e venda, a partir do servigo de séries historicas de posigdes em aberto de opcdes financeiras
do site da B3, correspondente ao ano de 2021. Esses dados foram tratados com auxilio da
linguagem de programacao R e seus respectivos pacotes, além do seu respectivo ambiente de
desenvolvimento integrado RStudio. As empresas escolhidas para a andlise dos modelos
comparados foram a séries historicas da Petrobras (PETR4), Magazine Luiza (MGLU3),
Bradesco (BBDC4), Cielo (CIEL3) e Ambev (ABEV3), estas tém diferentes niveis de
negociacdo e pre¢os no mercado, englobando diferentes segmentos da economia. Além disso,
foi incluida a série o Ibovespa (IBOV) como indice de referéncia, que ¢ um importante
indicador do desempenho médio das acdes.

Para as séries de opcdes de compra e venda procurou-se trabalhar com uma série
proxima a data de elaboracdo deste trabalho, buscando medir desta maneira como o mercado
se comporta neste dado momento. Trabalhar com séries mais antigas poderia levar a uma
conclusdo que poderia ndo ser mais a realidade na data de conclusdo deste trabalho. Nas
analises foram utilizadas o preco fechamento ajustado (Adjusted close), que indica o ultimo
valor atribuido a agdo em um determinado dia. As opgdes escolhidas para cada empresa,
foram as que apresentaram o maior volume médio de negdcios no periodo escolhido.

3.2 Variaveis

Segundo o modelo de Black-Scholes as variaveis que afetam o preco das opgdes sdo o
preco do ativo subjacente (S), o prego de exercicio (K), a volatilidade do prego do ativo (, o
tempo de vencimento da opcao que ¢ dado pelo tempo de vencimento (T) menos o instante de
tempo t onde se encontra a opgao, e a taxa de juros livre de risco (r). No caso do modelo
atuarial temos como variavel diferente do modelo padrdo, o uso do retorno médio esperado do
preco da agdo ().

3.2.1 Taxa Livre de Riscos

Para a taxa livre de risco (r) foi utilizado a taxa basica de juros Selic (Sistema Especial
de Liquidagao e de Custodia), respectiva ao inicio de cada op¢do. Em 10 de outubro de 2021
se encontrava em 6,25% a.a., porém ao longo do ano de 2021 tivemos mudancas nessa taxa
que foram acompanhadas durante a constru¢ao do banco de dados.
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3.2.2 Retorno Médio
Para o retorno médio anualizado (periodo de 252 dias uteis) da opgao foi utilizada as

seguintes relacdes, a partir dos precos das acdes:

Pt
r. = log (T—l)

Onde Pt representa o preco da acdo no instante t; rt € o log-retorno no instante t, € Rt é
o log-retorno médio.

3.2.3 Volatilidade
Para a volatilidade realizada (historica) foi utilizado a partir do log-retorno das

acoes-objetos:

* " Rt_?t
o =125 ) —

i=1

Onde t ¢ o numero de dias (base de dias Uteis), Rt € o log-retorno no dia t. Por exemplo
ot=252 representa a volatilidade historica, utilizando o periodo de 252 dias tteis passados (1
ano), a partir da data t.

Tabela 1 — Informacdes obtidas a partir do conjunto de dados das acoes

Acio Retorno Médio a.a (%) Volatilidade a.a (%)
IBOV -0.0489 27,84
PETR4 -0,0400 53,59
MGLU3 -0,2209 60,41
CIEL3 0,0893 43,25
ABEV3 -0,0079 27,71
BBDC4 -0,0381 37,65

3.2.3 Opcoes escolhidas para a precificacao

Para o periodo de observacao foram escolhidas opgdes com vencimento em outubro —
letras J (compra) e V (venda) — ambas com os mesmos pre¢os de exercicio. Foram escolhidas
as op¢des com o maior niumero de negoécios no periodo. As opgdes desta série, para
comparacgdo entre os modelos de precificacdo, os precos de exercicio sao 0os mesmos tanto
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para calls e puts. A data de inicio (ano-més-dia) e fim as negociagdes, além do numero de
observagdes, sdo fornecidas primeiro para a call e separadas com barra para a put.

Tabela 2 — Dados das opc¢oes do tipo europeia escolhidas

Ac¢do Objeto Codigo da Preco de Inicio Fim Numero
Opcao Exercicio de
(K) - RS observac
oes
IBOV IBOV(J/V)120  120.000 2021-04-12/2021-2021-10-13/202  50/67
02-09 1-10-13
PETR3 PETR(J/V)316 30,10 2021-08-17/2021-2021-10-15/202  42/35
08-19 1-10-15
MGLU3 MGLU(J/V)200 19,97 2021-08-18/2021-2021-10-15/202  39/61
07-15 1-10-15
CIEL3 CIEL(J/V)371 3,71 2021-07-22/2021- 2021-10-15/202 11/9
07-19 1-10-15

ABEV3 ABEV3(J/V)172 17,25 2021-07-19/2021-2021-10-15/202  61/45
08-02 1-10-15

BBDC4 BBDC(J/V)254 22,60  2021-09-02/202 2021-10-15/20  21/21
1-09-02 21-10-15

Dessa forma, além de verificar como os modelos cobrem o preco ao longo do tempo,
foi incluido na analise um filtro moneyness — se a opcao esta em ATM, ITM ou OTM. Além
disso, temos uma andlise a partir de diferentes instantes de tempo; as figuras a seguir
exemplificam os dados de andlise a partir do indice IBOV que podem ser replicadas para as
outras agoes:

Figura 1 - Exemplo de relacio entre preco da opcio de compra e o preco do ativo
objeto (IBOVJ)
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Nas figuras 1 e 2 temos a esquerda, a evolucao no preco de fechamento da opgao
IBOVIJ(V)120 no decorrer do tempo de 12 de abril de 2021 a 15 de outubro de 2021, e a
direita temos a evolucdo no preco da agdo IBOV para o mesmo periodo, em tracejado o prego
de strike da opgao.

3.3 Métricas de comparacio

Para comparar o valor da op¢do de compra e venda estimados por cada método, serdo
utilizados quatro métricas para comparar o valor estimado dos modelos e o valor praticado no
mercado. Entre as medidas de erro estdo o erro quadratico médio (MSE), a raiz quadrada do
erro quadratico médio (RMSE), o erro absoluto médio (MAE) e o erro absoluto médio
percentual (MAPE). Essas medidas conforme os sdo valores menores significam que o valor
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predito € mais proximo do valor verdadeiro, dependem também da grandeza de comparagao
das variaveis. A seguir a descricdo de cada uma das métricas.

O erro quadratico médio, MSE (Mean Squared Error), é geralmente usado para
verificar a precisdo dos modelos e d4 um maior peso aos maiores erros, ja que, ao ser
calculado, cada erro ¢ elevado ao quadrado individualmente e, ap6s isso, a média desses erros
quadraticos ¢ calculada.

n
1
MSE =—* 3 (P

t t
t=1

A raiz quadrada do erro médio, RMSE (Root Mean Squared Error), ¢ a raiz quadrada
do MSE, onde o erro retorna a unidade de medida do modelo (no MSE, a unidade de medida ¢é
quadratica). E frequentemente usada em séries temporais por ser mais sensivel a erros

maiores.
1 " —.2
—_ _ —_
RMSE = " t=§1 (Pt Pt)

O erro médio absoluto, MAE (Mean Absolute Error), ¢ calculado a partir da média dos
erros absolutos, utilizamos o modulo de cada erro para evitar a subestimagdo, isso porque, o
valor ¢ menos afetado por outliers.

1y 7
MAE =—* % |P,— P|

n
t=1

O erro absoluto médio percentual, MAPE (Mean Absolute Percentage Error); o erro ¢
medido como uma porcentagem e assim, € possivel fazer comparagdes entre erros percentuais
do modelo entre produtos.

% IP~P|

MAPE = =2 * =

P

t

Nas formulas anteriores, Pt ¢ o valor da call/put praticado no mercado de opg¢des no
tempo t, Pt € o valor da call/put predito do modelo e n é o nimero de observagdes disponiveis.

3.4 Filtro moneyness

Como explicitado na fundamentacdo tedrica o moneyness refere-se as relagdes entre o
preco de exercicio e o preco do ativo objeto. Uma forma para se determinar se uma opgao esté
em ATM, ITM ou OTM ¢ a partir das medidas de sensibilidade, também conhecidas por letras
gregas. A principal forma de classificagdo ¢ a partir do delta (A) da opg@o, que mede o quanto
a opc¢ao varia quando ha uma mudancga no preco do ativo subjacente. Hull (2006) demonstra
que o delta pode ser obtido a partir das equagdes de Black-Scholes onde para call temos A =
N(d1) e para put A =N(d1) — 1.
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O delta de uma opg¢ao de compra varia de zero at¢ um, sendo que opcdes ITM
possuem maiores deltas e opgdes OTM possuem menores deltas. Normalmente o mercado
classifica op¢cdes ATM como aquelas que possuem delta mais proximo a 0,5. Para opgdes de
compra isso acontece de forma inversa. A tabela a seguir adota os seguintes valores de delta
como filtro.

Tabela 3 — Moneyness a partir do Delta

Call Put Moneyness
A<0,45 A>—0, 45 O™
0,45<A<0,55 -0,45>A>-0, 55 ATM
A>0,55 A<—0,55 I™

4. Resultados e discussoes

Esta parte tem por objetivo validar o modelo desenvolvido anteriormente ao verificar a
coeréncia e acuracia dos resultados por ele gerados, bem como avaliar sua aplicagdo em
situagoes reais de mercado.

4.1 Comparac¢ao numérica entre os modelos de Black-Scholes e Atuarial

Esta secdo fornece alguns resultados da simulagdo numérica e serve para ilustrar como
os dois modelos determinam o pre¢o das op¢des de compra europeias e compara os resultados
dos precos das opgdes obtidos nos dois modelos. A precificacdo das opgdes ¢ realizada com
base em uma série de registros diarios de pregos de acdes de fechamento de dias anteriores.

Usando os pregos de fechamento didrios anteriores das acdes, estimamos o retorno de
investimento esperado e a volatilidade da amostra. Estudamos a aplicabilidade desses
modelos aos precos de opcdes de mercado. As figuras 3 e 4 ilustram as comparagdes do
modelo com o prego real.

Figura 3 — Exemplo de comparacio de call com os diferentes modelos e o preco
real para o Ibovespa (IBOV)
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Figura 4 — Exemplo de comparacio de put com os diferentes modelos e o preco
real para o Ibovespa (IBOV)
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A seguir temos uma tabela com as métricas de comparagao dos modelos em separado,
Tabelas 3 e 4; e nas Tabelas 5 ¢ 6 com filtro moneyness, excluindo o indice IBOV que serve
como referéncia.

Tabela 4 — Métricas de comparacio para opgoes call

Modelo IBOV PETR
MSE RMSE MAE MAPE MSE RMSE MAE MAPE
Bfgll;sc 4142997'8 643.66 532.16 0.3218 0.2503 0.5003 0.4433 2.3434
) 171415.7
Atuarial 414.02 31249 0.2286 0.2376 0.4874 0.4416 2.4262

9
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MGLU CIEL
MSE RMSE MAE MAPE MSE RMSE MAE MAPE
Black-Sc ) 1g54  0-30420.2240 0.6785 , 0r6n 005116 0.04983  0.23892
holes 0 6 1
Atuarial 0.06165 0'2383 0. 15832 0'51975 0.00338 0.05813 0.05701 0.27326
ABEV BBDC
MSE RMSE MAE MAPE MSE RMSE MAE MAPE
Bllell(c):i-SSc 0.0128  0.1131 0.0945 0.3090 0.0166 0.1288 0.1057 0.3039
Atuarial 0.0381 0.1952 0.1705 0.5203 0.0060 0.0774 0.0598 0.2264
Tabela 5 — Métricas de comparacio para opg¢oes put
Modelo IBOV PETR
MAP
MSE RMSE MAE E MSE RMSE MAE MAPE
Black-S
choles 502158.19 708.63 626.71 0.1638 0.29605 0.54411 0.47772 0.17683
Atuarial 1442774.12 1201.16 1115.02 0.2902 0.40755 0.63839 0.57033 0.20854
MGLU CIEL
MAP
MSE RMSE MAE E MSE RMSE MAE MAPE
Black-S
choles 0.1378 0.3712 0.3147 0.2520 0.00654 0.08089 0.06698 0.20454
Atuarial 0.3901 0.6246 0.5522 04612 0.00918 0.09583 0.08434 0.25221
ABEV BBDC
MAP
MSE RMSE MAE E MSE RMSE MAE MAPE
Bclsgi_ss 0.2961 0.5441 0.4777 0.1768 0.03984 0.19961 0.18225 0.11272
Atuarial 0.4075 0.6384 0.5703 0.2085 0.07506 0.27397 0.26120 0.16003

Tabela 6 — Métricas de comparacao para op¢oes call com filtro moneyness

Filtro Modelo Métrica
MSE RMSE MAE MAPE
ATM Bla"k'ss"h"le 0.113 0336 0266  0.347
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Atuarial 0.096 0.309 0.269 0.348

OTM BlaCk'sSCh‘)le 0.078 0279 0182  1.154

Atuarial 0.066 0.256 0.170 1.084

IT™ BlaCk'sSCh"le 0015 0123 0111  0.104

Atuarial 0.037 0.194 0.187 0.175

Tabela 7 — Métricas de comparacio para opg¢oes put com filtro moneyness

Filtro Modelo Métrica

MSE RMSE MAE MAPE

ATM BlaCk'SSCh"le 0.1603 04004 03177  0.3445

Atuarial 0.2263 04757 0.3670  0.2628

OTM BlaCk'SSChOIC 0.0673 02594 0.1763 02411

Atuarial 0.5758  0.7588  0.6908  0.8212

IT™M BlaCk'SSChOIC 0.1417 03764 02860 0.1647

Atuarial 0.1662  0.4077  0.3090  0.1494

A partir da andlise das tabelas anteriores e dos resultados obtidos dos precos dos
modelos, podemos observar que para calls as métricas o modelo Atuarial se ajusta melhor aos
precos observados no mercado; também incluindo o filtro moneyness, onde o modelo de
Black-Scholes se ajusta melhor apenas no caso ITM. Isso pode ser devido ao modelo Atuarial
acompanhar a tendéncia do retorno médio ao precificar a opgao.

No caso das opgdes put ocorre o oposto onde o modelo de Black-Scholes se ajusta
melhor, tanto para as opgdes em geral, quanto com o filtro moneyness. Um ponto a se
ressaltar ¢ em relacdo ao tempo de maturidade da op¢do, quanto mais distante do exercicio
maiores as diferencas nos pregos observados nos dois modelos, entretanto isso diminui ao
longo do tempo; onde os precos das opgdes dos dois modelos se aproximam e as métricas
estdo em valores similares (aproximadamente 90 dias antes da expiragao).

O uso de diferentes opgdes com variagdes em volume de negociacdo e no numero de
observagdes se diferenciam em relacdo a acuracia dos modelos, porém a tendéncia de
comparagao se repete.

5. Conclusoes e Consideracoes Finais
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O presente trabalho teve como objetivo comparar os modelos de Black-Scholes e
Atuarial, e como eles se ajustam ao precgo real das op¢des de compra e venda com dados de
acoes da bolsa brasileira. E apresentar a ado¢do de uma ideia da éarea atuarial no campo das
finangas e como esses dois campos de estudo podem se comunicar. O estudo foi realizado
tendo como foco um conjunto de empresas brasileiras, pois ha diferengas no comportamento
dos ativos se comparados ao mercado internacional, o que pode diferenciar na forma de
precificagao.

Pelos resultados obtidos mostramos que o modelo Atuarial se ajusta melhor para calls
enquanto o modelo Black-Scholes para puts; porém a medida que o tempo passa os dois
modelos se comportam de forma parecida. Um ajuste com filtro temporal poderia oferecer
uma analise mais precisa sobre as diferencas entre os modelos.

Ressalta-se que este trabalho apresenta como limitagdes alguns fatores que podem
afetar no modelo de precificagdo como na adogdo dos parametros. Por exemplo, pode-se
considerar que a taxa de juros livre de risco seja estocastica, ao invés de fixa, para que a
distancia entre os precos dos modelos e os precos de mercado sejam menores. Além disso,
optou-se por um conjunto de opg¢des europeias para avaliar a tendéncia dos modelos para
diferentes cenarios; em casos mais especificos pode-se adotar outras premissas como opgdes
americanas e diferentes datas de exercicio.

Como sugestdo para pesquisas futuras estdo testes com modelos de volatilidade de
séries temporais autorregressivos; adotar filtros com diferentes tempos de maturidade;
podemos comparar com modelos comumente utilizados no mercado financeiro como
simulagoes de Monte Carlo e arvores binomiais; também pode-se adotar um estudo mais
profundo de uma opcdo em especifico € ndo a um conjunto de empresas como feitas no
trabalho.

Conclui-se que este trabalho possa chamar a atengdo para o fato de que diferentes
modelos de precificagdo de opgdes possam ser testados empiricamente no mercado brasileiro
€ que uma area como a atudria possa auxiliar no desenvolvimento de ideias complementares
na area de financas; e que os resultados possam ajudar na parte tedrica e pratica de novos
modelos adaptados a realidade brasileira.
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